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Resumen
En este trabajo consideramos un modelo holográﬁco de energía oscura junto con una interacción no lineal
entre la componente de energía oscura y la de materia oscura en un universo plano tipo FRW. En este
contexto, se analiza la evolución cosmológica del universo teniendo en cuenta el comportamiento de los
parámetros de desaceleración q y de la ecuación de estado wΛ. A partir de este análisis se deduce que el
universo presenta una fase de expansión acelerada en tiempos tardíos. Se observa también que en este
escenario la densidad de energía oscura presenta una singularidad tipo Big Rip en el futuro. Finalmente,
comparamos el modelo con los datos disponibles actualmente para H(z).
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Abstract
In this paper it is considered a holographic dark energy model with a non-linear interaction between the
component of dark energy and dark matter in a FRW type ﬂat universe. In this context, the cosmological
evolution of the universe is analyzed taking into account the behavior of the deceleration parameters q and
the equation of state wΛ. From this analysis it follows that the universe has a phase of accelerated expansion
in late times. It also notes that in this scenario the dark energy density will have a Big Rip type singularity
in the future. Finally, it is compared the model with currently available data for H(z).
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1. Introducción
La existencia de la energía oscura fue postulada
por varios grupos de investigación en 1998 para po-
der explicar el régimen de expansión acelerada del
universo actual, el cual se constituye en uno de los
grandes misterios sin resolver en la física, ya que su
origen, desde el punto de vista fundamental, es aún
desconocido. Este regimen de expansión acelerada
se descubrió a partir de la gran cantidad de informa-
ción astrofísica obtenida al realizar las medidas de
luminosidad en las supernovas tipo Ia (SNIa) [1], así
como al estudiar las anisotropías observadas en la
radiación cósmica de fondo (CMB) [6] y análizar
la estructura a gran escala del universo (LSS) [8].
La propuesta más simple para representar la energía
oscura es la constante cosmológica ([11], [12], [13]),
pero tiene dos problemas, como lo son el problema
del ajuste y el de la coincidencia. Se han considerado
en la literatura gran variedad de modelos con campos
escalares como alternativas diferentes para explicar
la naturaleza de la energía oscura, entre los que se tie-
nen los campos de quintaesencia, k-esencia, taquión
y el dilatón [14]. Otras propuestas de explicación de
la naturaleza de la energía oscura, incluyen modelos
de mundos brana ([15], [13]); teorías modiﬁcadas
de la gravitación (gravitación F(R), F(G), F(R,G)),
en las cuales el régimen de expansión acelerada sur-
ge de una modiﬁcación de la geometría [16], sin
necesidad de invocar una componente de energía os-
cura. Modelos de energía oscura con ecuaciones de
estado poco usuales ([17], [18]) también han sido
considerados. Otra aproximación muy interesante,
y ampliamente estudiada, al problema de la energía
oscura es un modelo inspirado en la gravitación cuán-
tica, conocido como el principio holográﬁco (para
más detalles sobre esta propuesta ver [19]). En este
trabajo vamos a considerar la propuesta introducida
por Granda y Oliveros en [20], donde se considera
que la densidad de energía oscura holográﬁca depen-
de del término cuadrático usual en el parámetro de
Hubble (H) y también de la derivada en el tiempo de
H, es decir, ρΛ = 3M2p(αH2+β H˙). Este modelo ha
sido ampliamente estudiado en la literatura en varios
contextos y se le conoce como nuevo modelo holo-
gráﬁco de energía oscura (NHDE). Dentro de la gran
variedad de escenarios propuestos para abordar el
problema de la energía oscura, también se considera
la posibilidad de introducir un término Q de interac-
ción entre las componentes de energía oscura y de
materia oscura. Recientemente, en [21] se muestra a
partir de las observaciones cosmológicas que es po-
sible tener una interacción entre energía oscura y de
materia oscura. Usualmente se introduce el término
de interacción Q con el propósito de evitar el pro-
blema de la coincidencia (en [22] se encuentra una
revisión reciente sobre este tópico). Debido a que no
se conoce el origen fundamental de la energía oscura,
el término de interacción se introduce bajo considera-
ciones fenomenológicas. Usualmente, el término de
interacción es proporcional a la densidad de energía
oscura, la materia oscura o una combinación lineal
de ellas (ver [23] y las referencias allí citadas). El
signo en el término de interacción Q determina la
dirección del ﬂujo de energía. Si Q es positivo, el
decaimiento es de energía oscura en materia oscu-
ra y si Q es negativo, el decaimiento es de materia
oscura en energía oscura. También, algunos autores
han considerado la posibilidad de tener términos de
interacción no lineales ([23], [24], [25], [26], [27],
[28]). En este trabajo vamos a considerar esta última
posibilidad, para un caso concreto en la escogencia
del término de interacción Q, con el cual podemos
obtener soluciones analíticas y fenomenológicamen-
te viables.
Este artículo está organizado del siguiente modo:
en la sección 2 introduciremos el modelo holográﬁco
de energía oscura, junto con el término de interacción
no lineal entre energía oscura y materia oscura, y se
obtienen las cantidades básicas necesarias para los
cálculos posteriores. En la sección 3 se analiza la
evolución cosmológica del modelo. Finalmente, en
la sección 4 se presentan algunas conclusiones.
2. El modelo
Las ecuaciones diferenciales que determinan el
factor de escala a(t) y la densidad de materia ρ se
obtienen a partir de las ecuaciones de Einstein
Rμν − 12Rgμν = 8πGTμν , (1)
donde Rμν es el tensor de Ricci (el cual depende de
la métrica gμν y de sus derivadas), R es el escalar de
Ricci y Tμν es el tensor de energía-impulso, el cual
describe el contenido material del universo.
La escogencia más general de la métrica que satis-
face las condiciones de homogeneidad e isotropía del
universo a gran escala es la métrica de Friedmann,
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Robertson-Walker (FRW)
ds2 =−dt2 +a2(t)
[
dr2
1− kr2 + r
2(dθ2 + sen2 θdφ2)
]
, (2)
donde k denota la curvatura de las secciones espa-
ciales del espacio-tiempo. Los posibles valores que
puede tomar k son +1, 0, −1. Si k = 1, se tiene un
universo cerrado, k = 0 corresponde a un universo
plano, y k =−1, a un universo abierto. En ecuación
(2) a(t) es el factor de escala.
Las ecuaciones de Friedmann en un universo
plano tipo FRW tienen la siguiente forma
H2 =
1
3
(ρm+ρΛ), (3)
H˙+H2 =−1
6
(ρm+ρΛ+3pΛ), (4)
donde hemos considerado que 8πG= 1 y la presión
de la materia oscura pm = 0, ya que es un ﬂuido tipo
“polvo”. ρm es la densidad de materia oscura, ρΛ es la
densidad de energía oscura y pΛ es la presión debida
a la componente de energía oscura. H = a˙/a es el
parámetro de Hubble, y el punto representa deriva-
ción con respecto al tiempo. Vamos a considerar que
la componente de energía oscura es la densidad de
energía que tiene la siguiente forma [20]
ρΛ = 3(αH2+β H˙), (5)
donde α y β son constantes positivas.
Cuando se tiene en cuenta una posible interacción
entre las componentes de materia oscura y de energía
oscura, las ecuaciones de continuidad toman la forma
ρ˙m+3Hρm = Q, (6)
ρ˙Λ+3H(ρΛ+ pΛ) =−Q. (7)
En este trabajo vamos a considerar el término de
interacción con la siguiente forma no lineal
Q= 3Hb
ρ2m
ρm+ρΛ
, (8)
donde b es la constante de interacción. Esta forma
del término de interacción es un caso particular del
caso general considerado en la referencia [23], y
con el cual podemos obtener soluciones analíticas
y que son fenomenológicamente viables. Además,
esta escogencia no ha sido considerada aún en la
literatura en el escenario aquí propuesto.
Reemplazando Q en la ecuación (6), usando ρm
de la ecuación (3) y la densidad de energía oscura,
ecuación (5), se obtiene la ecuación diferencial de
segundo orden no lineal para H2(x)
3
[
2(α −1)H2(x)+β d
dx
H2(x)
]
[
2[1+b(α −1)]H2(x)+bβ d
dx
H2(x)
]
+2H2(x)
[
2(α −1) d
dx
H2(x)+β
d2
dx2
H2(x)
]
= 0,
(9)
donde se ha realizado el cambio de variable x= lna.
La solución de esta ecuación diferencial es
H2(x) = Aexp
[−2x[3(1−b)β +α(2+3bβ )]
β (2+3bβ )
]
∗
{
β e
[(
3+ 2β
)
x+4Bα
]
+(2+3bβ )e
[
2α
β x+2B(2+3β )
]} 2
2+3bβ
, (10)
donde A y B son constantes de integración, que se
obtienen con las condiciones iniciales
H2(0) = H20 , (11)
d
dx
H2(x)
∣∣∣∣
x=0
=
2(ΩΛ0−α)H20
β
, (12)
donde H0 y ΩΛ0 son, respectivamente, los paráme-
tros de Hubble y de densidad de energía oscura en el
presente (x= 0, a= 1). La condición inicial ecuación
(12) se obtiene a partir de la expresión de la densidad
de energía oscura dada en ecuación (5). Utilizando
ecuación (11) y ecuación (12), obtenemos
A= H20
⎡
⎢⎢⎣
(ΩΛ0 −1)
[
2α−3β [1+b(ΩΛ0−1)]−2ΩΛ0
β (ΩΛ0−1)
] 2+2β
2−2α+3β
2α −3β −2
⎤
⎥⎥⎦
2
2+3bβ
,
(13)
B=
ln
[
2(α−ΩΛ0)−3β [1+b(ΩΛ0−1)]
β (ΩΛ0−1)
]
2(2α −3β −2) . (14)
Para los cálculos numéricos vamos a utilizar los
valores para α y β usados en [20], es decir, α =
0,93 y β = 0,5, con los cuales se obtiene un buen
comportamiento de los parámetros q y w. Para el
parámetro de densidad de energía oscura vamos a
usar el valor de uso común en la literatura, es decir,
ΩΛ0 = 0,73. Por lo tanto, el parámetro de interacción
b es el único que queda libre.
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3. Evolución cosmológica
Para analizar la evolución cosmológica del univer-
so a partir del modelo anterior y poder determinar si
es posible en este escenario obtener un régimen de
expansión acelerada del universo en tiempos tardíos,
vamos a considerar una ecuación barotrópica de esta-
do para la densidad de energía y densidad de presión,
es decir, el parámetro de la ecuación de estado viene
dado por wΛ = pΛ/ρΛ, donde ρΛ es
ρΛ(x) = 3
[
αH2(x)+
1
2
β
d
dx
H2(x)
]
. (15)
y a partir de la ecuación (7) la densidad de presión
pΛ es
pΛ(x) =−b ρ
2
m
ρm+ρΛ
−ρΛ− 13
dρΛ
dx
. (16)
la expresión para la densidad de materia oscura ρm
se obtiene a partir de la de Friedmann ecuación (3)
junto con la expresión para ρΛ dada por la ecuación
(5), es decir
ρm(x) = 3
[
(1−α)H2(x)− 1
2
β
d
dx
H2(x)
]
. (17)
Por lo tanto, usando la ecuación para H2(x) dada
por la ecuación (10) en las expresiones anteriores y
realizando el cambio de variable x=− ln(1+ z), ob-
tenemos una expresión explícita para wΛ en términos
del corrimiento al rojo z
wΛ(z) = {(2−2α +3β )[(1+ z)
2α
β (2α
−3β (1+b(ΩΛ0−1))−2ΩΛ0)+3bβ (1+ z)
2+3β
β
(ΩΛ0−1)]}÷{3β [−(1+ z)
2+3β
β (2α +3β (b−1))
(ΩΛ0−1)+(1+ z)
2α
β (−2α +3β (1+b(ΩΛ0−1)
+2ΩΛ0)]}.
(18)
En la ﬁgura 1 podemos apreciar su comportamiento.
Se han considerado los valores para b como 0, 0,05
y 0,1, los cuales corresponden al orden de magnitud
comúnmente usado en la literatura (ver por ejemplo
[34]). Estos valores serán utilizados en todos los
cálculos numéricos que siguen.
Como se puede ver en la ﬁgura 1, el universo pre-
senta una fase de expansión acelerada en tiempos
tardíos, ya que se satisface la condición wΛ <−1/3.
También vemos que el parámetro de la ecuación de
Figura 1. Parámetro de la ecuación de estado wΛ contra
el corrimiento al rojo z.
estado cruza la barrera de −1. En este caso el uni-
verso evoluciona de una forma que es característica
de un tipo de campo escalar llamado fantasma [14].
Este tipo de comportamiento, donde la ecuación de
estado toma valores mayores que −1 y también me-
nores que −14 es característico de un tipo de modelo
llamado quintom [29]. Se puede ver en la ﬁgura que
el término de interacción es más apreciable en el
pasado que en tiempos cercanos al presente (z= 0)
y en el futuro (z< 0).
Para analizar el comportamiento de la densidad de
energía oscura ρΛ en función del corrimiento al rojo
z consideramos la ecuación (15). La expresión análi-
tica para ρΛ(z) es muy extensa para colocar aquí. En
la ﬁgura 2 se puede apreciar su comportamiento
Figura 2. Densidad de energía oscura ρΛ en función del
corrimiento al rojo z.
La evolución de la densidad de energía oscura con
respecto al corrimiento al rojo z muestra que existe
una singularidad tipo “Big Rip” en el futuro, la cual
se mantiene para los diferentes valores de b adopta-
dos. Este tipo de singularidades son comunes en los
modelos cuya ecuación de estado wΛ cruza la barrera
de −1 (comportamiento tipo campo fantasma) [31].
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Otra cantidad importante en el análisis cosmológi-
co es el parámetro de desaceleración q, este paráme-
tro se deﬁne en términos del parámetro de Hubble
como
q=−1− H˙
H2
=−1− (H
2(x))′
2H2(x)
, (19)
donde (H2)′ = dH2/dx. Usando la ecuación (10), se
tiene
q(z) =[2α −3β (1+b(ΩΛ0−1))−2ΩΛ0]×
[(1+ z)
2α
β (α −β −1)
+
(1+ z)
2+3β
β β [3b(1−α +β )−1](ΩΛ0−1)
2ΩΛ0−2α +3β [1+b(ΩΛ0−1)]
]
÷ [(1+ z) 2αβ β (2α −3β (1+b(ΩΛ0−1))
−2ΩΛ0)+(1+ z)
2+3β
β β (2+3bβ )(ΩΛ0−1)].
(20)
Su evolución se muestra en ﬁgura 3
Figura 3. Parámetro de desaceleración q en función del
corrimiento al rojo z.
como se puede apreciar en la ﬁgura 3, para el pará-
metro de desaceleración los valores de b considera-
dos aquí generan valores del corrimiento al rojo de
transición zt entre 0,6 y 0,7, aproximadamente, lo
cual es consistente con el valor observado (zt ≈ 0,67)
[14]. Hay que recordar que los valores positivos de
q corresponden a un régimen de expansión desacele-
rada (dominancia de materia), y los negativos, a un
régimen de expansión acelerada (dominancia de la
energía oscura), y la transición de un regimen al otro
se da en zt .
Finalmente, a partir de la expresión de H2(x) dada
en la ecuación (10), podemos graﬁcar H(z) junto
con los 29 valores disponibles actualmente en la
literatura (ver la tabla 1 de la referencia [32]). El
valor de H0 usado aquí es el reportado por Planck
2015 [33] (H0 = 67,8Kms−1Mpc−1).
Figura 4. Parámetro de Hubble H en función del
corrimiento al rojo z. Las unidades de H(z) son
Kms−1Mpc−1.
En la ﬁgura 4 podemos ver que el modelo cos-
mológico considerado en este trabajo presenta de
manera cualitativa un buen “ajuste” con los datos
observacionales de H(z). Usualmente, la manera ri-
gurosa de ajustar un modelo cosmológico dado con
los datos observacionales (SNIa, CMB, BAO, H(z))
es mediante el uso de la técnica estadística llama-
da χ2, que en el contexto cosmológico se realiza
usualmente con el programa de computadora Cos-
moMC, el cual utiliza el método “Markok chain
Monte-Carlo” para el ajuste de los parámetros del
modelo en cuestión. En este artículo no vamos a rea-
lizar este estudio detallado, el cual se podría hacer
en un trabajo posterior.
4. Conclusiones
En este trabajo hemos considerado el modelo de
energía oscura introducido en [20], teniendo en cuen-
ta una interacción de tipo no lineal entre las com-
ponentes de energía oscura y materia oscura, dada
por la ecuación (8). En este escenario obtuvimos
el parámetro de la ecuación de estado correspon-
diente a la energía oscura wΛ, el cual presenta un
comportamiento tipo quintom, es decir, toma valo-
res por encima y por debajo de la barrera de −1
(ver ﬁgura 1), y que corresponden a un régimen de
expansión acelerada (wΛ <−1/3). La densidad de
energía oscura ρΛ presenta una singularidad en el fu-
turo (z→−1) tipo “Big Rip”, la cual es usual en los
modelos tipo fantasma [31] y se mantiene para los
diferentes valores del parámetro de interacción b (ver
ﬁgura 2). Otra de las cantidades tomadas en cuenta
en este trabajo fue el parámetro de desaceleración
q, que presenta en este contexto valores del corri-
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miento al rojo de transición zt que son consistentes
con las observaciones (zt ≈ 0,67) [14] (ver ﬁgura 3).
Finalmente, analizamos el ajuste cualitativo del mo-
delo con los datos de H(z) reportados en la literatura
(ver ﬁgura 4). A partir de todo lo anterior, podemos
decir que el modelo de energía oscura considerado
aquí junto con el término de interacción no lineal es
fenomenológicamente viable.
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